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PMS — Estrutura de classes

Seja (X;) ~ PMS(+,Q). Dados x,y € S, dizemos que x alcanca y,
notagcdo: x — y, se

P.(X; = y para algum t > 0) > 0,
e que X Se comunica com y, notac3o: X <+ y,se X — y e y — X.

Noc¢des de classe de comunicacdo, classe fechada, estado absorvente e
irredutibilidade, em termos das no¢des do paragrafo anterior, sdo as
mesmas do que para as CM’s (em tempo discreto).

Teorema 1
Para x £ y € S, sdo equivalentes as seguintes afirmacdes:
(i) x =y
(i) x — y na cadeia de saltos;
(i) Groxys -5 Grysx, > 0 p/algum n>1lex=x,..., X, = ;
)
) P

(iv
(v

Py, (t) > 0 para todo t > 0;

.y (t) > 0 para algum t > 0.



Irredutibilidade/Medidas invariantes

Obs. Q é irredutivel se e somente se I, a matriz de saltos
respectiva, for irredutivel.

Def. Dadas uma medida A e uma @-matriz Q em S, dizemos que
A é invariante para Q se AQ = 0.

Teorema 2
Seja Q uma Q-matriz e Il a matriz de saltos respectiva. S3o
equivalentes:

(i) A é invariante para Q;

(i) ul = p, onde py = Axgx (p é invariante para ).



Recorréncia
Def. Seja Q uma Q-matrizem S e (X;) o PMS associado. Seja
Te=inf{t > 5 : Xy =x}

o tempo de primeira passagem de (X;) por x € S.

Diremos que x € S é recorrente se gx = 0 ou P, (T, < 00) = 1; do

contrario, x sera dito transitdrio.

Teorema 3

Valem as seguintes afirmagoes:
(i) Se x € S for recorrente para (Y,), entdo x é recorrente para (X:);
(ii) Se x € S for transitério para (Y,), entdo x é transitério para (X;);

(iii) Recorréncia e transitoriedade sdo propriedades de classe.

Se g« = 0 ou my := E,(Tx) < oo, entdo diremos que x é recorrente

positivo.
Se x for recorrente, mas n3o recorrente positivo, entdo dizemos que é

recorrente nulo.



Recorréncia positiva/Distribui¢do invariante/Explosividade

Teorema 4
Seja Q seja uma Q-matriz irredutivel. S3o equivalentes:

(i) Todo estado x € S é recorrente positivo;
(i) Algum estado x € S é recorrente positivo;

(iii) Q € ndo explosiva e tem uma distribui¢do invariante \.
1
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Além disso, quando (iii) valer, teremos Ay =

Teorema 5

Seja (X¢) ~ PMS(u, Q). Entdo (X:) é ndo explosivo se
(i) S for finito; ou

(i) supyes gx < o0; ou

(iii) Xo = x e x for recorrente para (Y}).



Convergéncia

Teorema 6
Suponha que Q seja uma Q-matriz irredutivel e recorrente em S, (X;) o
PMS associado, com P(t) = (Px(Xt = y))xyes, t >0, e seja A uma
medida em S. S3o equivalentes:

() AQ =0;

(i) AP(s) =AVs>0.
Obs. Nesse contexto, se A for uma distribuicdo invariante para Q, e
Xo ~ A, entdo X; ~ A para todo t > 0.

Teorema 7 (Convergéncia ao equilibrio)
Seja Q uma Q-matriz irredutivel e ndo explosiva, com distribuicdo
invariante \. Entdo para todo x,y € S

P«(X: = y) = A, quando t — cc.

Obs. O trecho azul pode ser substituido por recorrente positiva,
adicionando-se ao final: onde \ é a distribuigdo invariante estipulada no
Teorema 4.



Convergéncia (cont.)
Teorema 8 (Caso irredutivel geral)
Seja Q uma Q-matriz irredutivel e v uma distribuicdo qualquer em S.
P(Xt:y)%ﬁquandot%ooVyeS,
onde m, =E,(7,).

Teorema 9 (Teorema Ergddico)

Seja Q uma Q-matriz irredutivel, e v uma distribuicdo qualquer em S, e
suponha que (X;) ~ PMS(v, Q). Entdo para todo x € S

1 [t c
?/ ]l{XSZX}dSq—>
0

quando t — oo, (5)

qu

onde m, = E, (7). Além disto, no caso recorrente positivo, se
f: S — R for limitada, temos que

%/0 f(X)ds 25 f = Z f(x)A(x) quando t — oo, (6)

xXES

onde A € a dnica distribuicdo invariante para Q.



Exemplo

Em vez de aplicar os resultados acima diretamente, vamos tratar do caso
do PNM homogéneo (fila M/M/1) por meio de uma relagdo explicita
com o caso discreto, que vale nesse caso (mas n3o t3o simplesmente para
o0 caso ndo-homogéneo).
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Podemos representar (X;) da seguinte forma. Seja (N;) um Processo de
Poisson de taxa 1, independente de (Y,).

Fazendo X; = Yj,, t > 0, temos que (X;) é um PNM em tempo
continuo como descrito acima. (Verifique!)



Exemplo (cont.)

Se pu > A, entdo, como vimos no Exemplo 3 do Album 8, Y,
converge em distribuicdo quando n — oo para uma v.a. Y que
tem distribuicdo Geométrica com parametro de sucesso 1 — ﬁ*

Como N; — oo quando t — oo quase certamente, segue que
Xt = Y quando t — oo, onde = indica convergéncia em
distribuicao.

Logo, a distribuicdo Geométrica com parametro de sucesso 1 — %
é invariante para (X;). A conclusdo do Teorema 4 vale com

N=P(Y=y)=(1-2)(3)" y=>0

*Resultado que n3o depende da distribuicdo de Xo.



